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The entire pl組 ec叩 bedivided uniquely into n separate domains， the (weighted) 
Voronoi domains Vn(Pi， Ai) = nj:;a!dP I中くやい=以・ ，n，where Pi is one 
of n generating points， d(P， Pi) is the Euclidian dist組 cebetween P and Pi， andんisa 
weighted value given to the point. 
A Voronoi domain，九(凡ん)， is bounded by edges， ea.ch of which is theぽ cof an 
Apollonius' circle， which divides Pi and one of its adjacent generating points，乃， h紅-
monically according to their weight ratio，ん:入.j.
A possible application of the Voronoi diagr組 1with weighted generating points might 
be found in accounting for ultimate territorial bound紅 iesof phenomena where each Pi 
exp組 dsits “sphere of infiuence" outward nadially with speed α4・Mappingof colonies 
among di宜'erentspecies of biological organism on the surface of a culture medium could 
fal into this category. 
はじめに
Voronoi図は、計算幾何学において、例えば、一番近い点を見出す問題、最大空同を求める問題、 n個
の点の凸包を求める問題、最小木を求める問題、在どに利用されている。との他にも、物理学、生態学、
都市解析、地域解析など多くの分野に用いられている [1，210またパターン認識に応用した例もある [3]。
VOl'onoi図は母点の位置だけによって決定される。本稿ではVoronoi図の概念を拡張するために、各母点
1 
に重みを付加するととを試みる。
Voronoi領域とその性質
平面上の互いに異在る n個の点(母点)Pi (i = 1，2，・ a ヲn)と正の実数ん (i= 1，2，. . . ， n)が与えら
れたとき、点Rの“重みんを持つ勢力園"として同じ平面上の領域
2 
九(川)= n {PI竺ム竺Pj)}
j#i 
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を考える。ととで、 d(P，Pi)は点Pと点Rの聞のEuclid距離であるoV;I(Pi~ ん)は、向弧の“辺円(Voronoi
辺と呼ぶ)で囲まれた“多角形"(Voronoi多角形と呼ぶ)から辺を取り除いた領域 (Voronoi領域)であ
る。 Voronoi多角形をVn(Pi，ん)と書く。主主宰、 Voronoi辺には曲率半径が無限大である同弧としての線分
も含まれる。
Pを平面上の任意の 1点として、一般性を失うととなく
d (P， Pd ./ d (P， P2)./ ./ d (P， Pn) 
一一一一一一く一一一一一一一<...く一一一一一-
-"1 -"2 -"n 
であると仮定することができる。
もし iipi<4pであれば、上の式によって、明らかに
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であるから
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式 (1)によって Pε凡(P1，A1)が得られる。もし
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であれば、 Pは P1，乃の聞の Voronoi辺上にあることが示される。同様にして、一般に
d(P，Pt} _ d(P，乃)一 d(P，Pj)
入1λ2 入i
(2く i:; n) 
(ただし iくねであれば、 4毛主iくぷ子与止とする)であれば、 Pは九九...，p;の中から任意に選ん一..・+1
だ2点の組の間の Voronoi辺上にある。いいかえれば、 Pは(;)個の Voronoi辺の交点、である。
任意の点九が九 E九(Pj，ん)nVn(乃，入j)であるとすれば、九 EVn (l~叫ん)で在ければならないから
九εn(P42く告主l}
kヲ正g
したがって、
d(九，Pj)~ d(Po， Pj) 
λt 司入3
同じ理由で、 PoεVn(乃，入j)でもあるととから
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以上の 2つの式には矛盾があるから
(i=J:j) 
以上によって、平面上の任意の1点は、ある 1つのVoronoi領域、または、ある Voronoi辺、または、いくつ
かのVoronoi辺の交点、のいずれかにあるととが分かる。だから、Voronoi多角形1仏(Pj，ん)(i = 1，2，.， n) 
は平面をね部分に分割する。九(Pi，ん)(i = 1，2，・…，n)による平面の分割を重みつきのVoronoi図νn
と呼ぶ。
1仏(Pi，ん)n Vn{Pj，入j)=ゆ
3侃
Pj，Pjをパラメータがそれぞれん，入jである 2つの隣接する母点とすると、それらの間にある Vorolloi
辺上の点Pは式(1)によって
d (P， Pi) _ d (P， Pj) 
入i 入j
と書ける。入i#入jならばVoronoi辺は直線 Pjlうをん対 λjの比に調和分割する 2点 A，Bを直径の両端
とする Apolloniusの円である。同の中心を O、半径を R とする。
-R 
f¥、¥
図1 ん>入3に対する Apolloniusの悶
一般にん手入jのとき、
λ4入d
R三 d(O，A) = I ，;" J 空 d(Pj，Pj) |入?ー λ;1-，-" -} 
d(O，Pi) = 空 À~ 2ï d(Pj，Pj) 
|入?一入;1
d(o，pj)=J32i d(Pj， Pj) } / -1λ?一λ;1-，-" -} 
ん=入jならばVoronoi辺は線分 R乃の垂直 2等分線である。
特に、入 =λ2=・・・=んならば、式 (1)は
九日)= n{p 1 d(P，Pj) < d(P，乃)}
jヲ~i
(2) 
と書くことができ、乙れは通常の(重み在しの)Voronoi領域である。重みなしのVoronoi図については文
献山に詳しく論じられている。 . 
図2 重みなしの Voronoi図 図3 重みつきの Vorolloi図
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比較のために、図 2と図 3tcランダム発生させた 30点に対する重みなしの VorolloI図と重みつきの
Voronoi図の例を示す。各点、の近傍に添えた数は、その点のパラメータんの値である。
3 任意に選んだ点が帰属するVoronoi多角形の同定
PI，P2，..，Pnを母点とし、入1，A2，..，Anをパラメータとする重みつきの Voronoi図 νnが与えられ
たとき、任意に選んだ 1つの点 Pを含む Voronoi多角形がどれであるかを同定するには、いいかえれば
Pε 九(Pio，Aio)と在る母点R。が Pi，i = 1，..，nのいずれであるかを知るには、次のようにすれば
よい。
九九.，Pnについて出pi(i=lA…，n)を計算し、その最小値に対応するものが凡であれば
とれが求める R。である。
4 重みつきのVoronoi図の描き方
PI，九，..，Pnを母点とし、入1，λ2ぃ..，Anをパラメータとする重みつきの Voronoi図 Vnを描くととを
考える。一般性を失うとと在く入1;::λ2 ;: ...三入n であるとする。
工一般に、パラメータがλ1，A2"'"入mである m個の母点P}，九，"'，Pmの重みつきの Voronoi図νm
がすでに構成されているものとし、さらにもう 1個の母点 Pm+Iを付け加えるととを考える。乙のとき
P1，九，...，Pm，Pm+ltc対する重みつきの Voronoi図 Vm+1は ν'mI'C.対して次のよう左変更を加えれば
よい。
1)3節で述べたやり方で Pm+lが属している Voronoi多角形(の 1つ)の母点 Pi1を求める。
2) Vmの上に Apolloniusの同 ri1.m+1 弘守山宅金止を仮に描く。とのとき ril.m+lが Pi1
を含む Voronoi多角形Vm(Pi1，ん1)の辺との交点が存在しないか、たかだか l点、で接するようであれ
ば、 ri1.m+1をν'mtc追加して完了。もし ril，m+lがVm(Pi1，Ai1)の辺と QIおよび Q2で交わっていれば
Vm(PillAil)の外にははみださない円弧の部分 lil.m+1を描く。
9)さて Q2仕 ri1.m+1とVoronoi多角形Vm(Pi1，Ai1)の1つの辺li1.i2の交点である。 Q2の位置が確定
すると、乙れから Q2を辺上に含む隣接の Voronoi多角形Vm{Pi2，Aら)、したがって Pi2、を同定できるo
4) ~I'C. Pi2 tc対して凡…て行った ζとと同じ手順で九(Pi2，Ai2)の辺と同九m+lキ山
出野ヰの交点 Q2，Q3を求め、同弧いを描く。
5)とれを Qk+1= Q1と在るまで繰り返す。 lil，m+1'li2，m+b"'， lilo，m+lを辺とする“多角形"が
V~n+l (P m+I，入m+l)となる。最後に、との多角形の内部に残存している Voronoi図 νmの辺を消去す
れば完了。
11.ととろで、 2つの母J点P1，乃に対する Voronoi図ν2について既に 2節で取り上げた。したがって、
一般の ntc対する Vorinoi図凡を描くととができる。
5 既知の辺とパラメータから来知の母点を求める方法
Voronoi辺と母J点のパラメータのみが既知であるとき、以下に列挙する Voronoi多角形の性質を用い
ると、逆に母点の位置を求めることができる。母点 Pi(i = 1，2，.一，n)に対応する既知のパラメータを
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λi (i=1~2，...， n) とする。以下で Voronoi 多角形凡(Pio ，Ai白)と書いたときの R。はこれからその位置を
決定すべき母点である。
1.線分でないVorolloI辺が2つまたはそれ以上ある多角形九(Pio，).io)において、任意に選んだ2つ
のVoronoi辺 lioー 1，io' lio .io+ 1は互いに異なる同弧であるとする。 1io-l，ioをR。と Pio-lとの間のVorolloi
辺とし、 1io，io+lをR。と Pio+lとの問の VoronoI辺とする。 lio-l，ioの曲率の中心Oio-l，ioおよび曲率半径
Rio-l，ioは既知であり、 1io，iO+lの曲率の中心Oio，io+lと曲率半径 Rio，io+lについても同様である。式(2)に
よって
とれから、
同様にして、
λ? 
d(Oirl，to，Pio)=lAL-1てλj。ld(Ro-l，pto) 
R匂叫
λ;~_1λh 
. 
d(Oio-l，io'Pio) = 子~ Rio-l，io 
"^io-l 
』‘-
d(Oi山 +l，PiO)= ~ Rio，io+l 
"^io+l 
したがつ刊て、中，心bがO仇句rい-→ぺl，io"C. 
つの同の交点のうち、 Vn(Pio'Aio)の内部に存在するものを求めると、それが R。である(図4)。
図 4 図5
II. Voronoi多角形九(Pio'Aio)の隣接する 2つVoronoi辺が線分であるとき、それらを lio，iO+lおよび
lio，io+2とする。 lio，io+lをPioとPiロ+1の聞の Voronoi辺、 lio，io+2をR。と Pio+2の聞の Voronoi辺とし、両
者は点 Hを共有するものとする。 lio，io+lとlio川+2が線分て・あることから、ん。+1=入10入io+2=入ioした
がってん。+1=ん。+2である。乙のととから Pio+1とPio+2の聞の Voronoi辺 1io+l，io+2もまた線分である。
ζの場合には、とれらの 3つの母点R。、 Pio+1およびR。刊は、 1io，io+l、lio，io+2、lio+l，io+2を3つの辺への
垂直2等分線とする(即ち共点Hを外心とする)ような一つの三角形の頂点に位置する筈である(図5)。
111.パラメータがそれぞれん0'Ajo ん。 #λjo)である R。と乃。の聞にVoronoi辺 lio，joがあるものと
し、 lio，joの曲率の中心と曲率半径をそれぞれOio，joおよび Rio.joとする。式(2)により
12 
d(Oio，jo，Pio) = ~空 i d(Pio，lう。JO 7 -.u I 入L-λ'10I -¥.-'0' -J 
入?
d(Oio ，j 乃。)ー ~d(Pi 乃。)}o' ~} 一|λえー λ10I 
入;nA.n
Rio，jo = iλ?OL20ld(RAo) 
筑)8
これから
d(OiO，io，Pio) d(Oio，io'円。)= R~o ，io 
が成立する。したがって、 Pioと乃。は同弧lio，ioに対して互いに鏡像である [4]0 とのととから、 1つの母点
PiOの位置が確定していれば、 Voronoi辺の 1つ lio.ioに対する R。の鏡像を求めると、それが九(Pio'Aio) 
とlio，ioを隔てて隣接する Voronoi領域V;t(Pio， Aio)の母点乃。である。との操作を繰り返すととにより、
Voronoi図Vnの残るすべての母点の位置を確定するととができる。
6 まとめ
重みを付加した母点、に対する Voronoi図は、 Apolloniusの同弧を辺とする図形で平面全体を一義的に
分割する。
互いに括抗するが侵すととはない複数の‘勢力'がそれぞれ平田上の母点Piから放射状に速度んで勢力
圏を拡大するときの最終局面での各‘勢力'の境界は重みつきの Voronoi図となる。
培養基の表面で複数の異在る生態組織を培養したときの最終相でのコロニーの境界、在どに重みつき
のVoronoi図を見るととができるかもしれ在加。
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